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В статье исследуются задачи Коши для линейного однородного и линейного неоднородного дифференциальных урав-
нений второго порядка с обобщёнными коэффициентами в алгебре мнемофункций. Введены и исследованы ассоции-
рованные функции Коши и ассоциированные вронскианы, найдены выражения для функций Коши и фундаментальных 
матриц  через  фундаментальные  системы  решений, даны представления ассоциированных решений неоднородной 
задачи Коши через функции Коши. 
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In the paper Cauchy problems for a homogeneous and nonhomogeneous linear differential equations with generalized coeffi-
cients in algebra mnemofunctions are investigated. Associated Cauchy functions and associated Wronskians are introduced and 
studied. Expressions for the Cauchy functions and for the fundamental matrices are found by the fundamental system of solu-
tions. Representations associated solutions of the Cauchy problem are given by means of Cauchy functions. 
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Введение 
В работе исследуется задача Коши для ли-

нейного дифференциального уравнения второго 
порядка с обобщёнными коэффициентами 
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где t ∈ T = [0, b], b, 1, 2 ,  , , :c c a fσ∈ →R RT  – 
непрерывные справа функции ограниченной ва-
риации, σ′, a′, f ′ – их обобщённые производные. 

Рассматриваемая задача является некор-
ректной, поскольку в уравнении присутствуют 
произведения обобщённых функций. Изучением 
подобных задач как линейных, так и нелиней-
ных занимались многие авторы (см., напр., [1]–
[5]). В настоящем сообщении задача Коши (0.1) 
исследуется в прямом произведении алгебр 
мнемофункций [6]. В работе введены и исследо-
ваны ассоциированные функции Коши и ассо-
циированные вронскианы, найдены выражения 
для функций Коши и фундаментальных матриц 
через фундаментальные системы решений, даны 

представления ассоциированных решений через 
функции Коши.  

Перепишем задачу (0.1) в виде системы 
дифференциальных уравнений первого порядка 
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В прямом произведении алгебр мнемофунк-
ций задача Коши (0.2) будет иметь следующий 
вид 
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Знак (⋅)T означает транспонирование. 
 

1 Ассоциированные решения задачи Коши 
Замечание 1.1. Используя следствие 2.1 из 

работы [7], несложно показать, что для любых a, 
σ, f: T → R  – непрерывных справа функций ог-
раниченной вариации решение задачи (0.4) при n 
→ ∞, hn → 0, γ (n) → ∞ сходится покоординатно 
в L1(T) только при 1/n=o(hn), 1/γ(n)=o(hn), или 
1/n=o(hn), hn=o(1/γ(n)), или hn=o(1/n), 1/γ(n)=o(hn), 
или hn=o(1/n), hn=o(1/γ(n)). 

Теорема 1.1 [8]. Пусть a, σ, f: T → R  – не-
прерывные справа функции ограниченной вариа-
ции и 
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где Xn(t) – решение задачи Коши (0.4), а ( ) ,iX t  

1,4i =  – решения интегральных уравнений 
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интеграл понимается в смысле неклассического 
интеграла Римана – Стилтьеса,  
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Lc(t) – непрерывная составляющая функции L(t), 
μl, l ∈ N  – точки  разрыва  функций а(t) и σ(t), 
t ∈ T, занумерованные одним индексом, и при 
n → ∞, hn → 0, γ (n) → ∞   
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если 1/n=o(hn) и 1/γ(n)=o(hn); 
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если 1/n=o(hn) и hn=o(1/γ(n)); 
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если hn=o(1/n) и 1/γ(n)=o(hn); 
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при  ( ) 0,  1, 2,  ,la lμΔ = = …  если 
hn=o(1/n) и hn=o(1/γ(n)). 

Интегралы и дифференциалы от матрично-
значных функций берем покоординатно, 
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Используя теорему 8.24 из монографии [9, 
с. 393], в работе [10] было показано, что решения 
уравнений (1.2), ,1,4i =  для любых начальных 
условий существуют и единственны для каждого 
i, причем каждые координаты решений являются 
непрерывными справа функциями ограниченной 
вариации. 
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Функция ( ) ( ) ( )( )1 2, 
T

X t X t X t=  называется 
ассоциированным решением задачи Коши (0.3), 
если для любых представителей мнемофункций 

,σ ,a ,f 1
0 ,X 2

0X  решение задачи (0.4) 
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T
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при n → ∞ покоординатно в L1(T) сходится к 
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являются элементами алгебры. 
При выполнении условий бесконечной диф-

ференцируемости начальных условий задачи 
(0.3), существования конечных односторонних 
производных всех порядков в нуле, условия (1.1), 
ассоциированные решения задачи Коши (0.3) 
являются решениями систем (1.2), 1,4,i =  при-
чем первые координаты решений 

( ) ( ) ( )( )1 2, , ,
Ti i iX t X t X t t= ∈T  1,4,i =  

систем (1.2) абсолютно непрерывны [8].  
 

2 Ассоциированные фундаментальные 
матрицы, функции Коши, вронскианы 

Рассмотрим однородные интегральные 
уравнения 
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t ∈ T, ∀ фиксированное s ∈ T. 
Ассоциированные фундаментальные мат-

рицы ( ), ,iB t r ,  ,r t∈T 4,1,i =  в статье [8] опре-
делялись как решения интегральных уравнений  
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где матрицы Li, 1, 4i =  из теоремы 1.1. 
Ассоциированными функциями Коши назо-

вем функции ( ), :iK t r  T×T → ,R  которые при 
любом фиксированном r ∈ T являются первыми 
координатами решений уравнений 
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Решения уравнений (2.2), 1, 4,i =  сущест-
вуют и единственны для каждого i, и каждые 
координаты решений являются непрерывными 
справа функциями ограниченной вариации [8]. 
Это же верно и для уравнений (2.3), 1, 4.i =  

Утверждение 2.1. Ассоциированные функ-
ции Коши ( ), ,iK t r  1, 4i =  абсолютно непрерыв-
ны по t ∈ T для любого фиксированного r ∈ T. 

Доказательство. Первые уравнения систем 
(2.3) для любой из четырех возможных матриц 
ΔLi имеют вид 
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t
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r

iK t r K s r ds i= =∫        (2.4) 

Поскольку функции ( )1 , , 1, 4iK t r i =  по пе-
ременной t интегрируемые, а в уравнениях (2.4) 
присутствует интеграл Лебега с переменным 
верхним пределом, который абсолютно непре-
рывен для любого фиксированного r ∈ T, заклю-
чаем, что ( ), ,iK t r  t ∈ T, ∀ fix r ∈ T, 1, 4i =  аб-
солютно непрерывны. 
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Доказательство. Так как функции Коши 

( ), ,iK t r  1, 4i =  абсолютно непрерывны по 
t ∈ T для любого фиксированного r ∈ T, то для 
любого фиксированного r ∈ T ∃ ϕ i (t, r) такие, 
что для любого t ∈ T [11, c. 90] 
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t
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водные функций Коши ( ),iK t r  по переменной t.  
Из 1-ых уравнений систем (2.3) имеем ра-

венства (2.4). Из утверждения 2.1 функции 
( ),iK t r  абсолютно непрерывные, из теоремы 

8.24 монографии [9] ( )1 ,iK t r  – непрерывные 
справа функции ограниченной вариации. Из ра-
венств (2.4) и (2.5) получаем 
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Последнее равенство для каждого i опреде-
лено с точностью до меры Лебега нуль, в точках 

непрерывности ( )1 ,iK t r  совпадают с ( )( ), ,i

t
K t r ′  

в точках разрыва ( )1 ,iK t r  доопределяем по не-
прерывности справа. 

Рассмотрим матрицы  
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где 1 ( ),i tϕ  2 ( )i tϕ  – первые координаты любых двух 

решений системы (2.1), 1, 4.i =  
Утверждение 2.3. Пусть 1 ( ),i tϕ  2 ( ),i tϕ  

t ∈ T, 1, 4i =  – первые координаты любых двух 
решений i-го матричного уравнения (2.1). Тогда 
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их обобщенные производные ( )( ) ,i
j tϕ ′  1, 2j =  

являются вторыми координатами решений i - го 

уравнения (2.1) и ( )( ) ,i
j tϕ ′  1, 2 j =  – непрерыв-

ные справа функции ограниченной вариации. 
Доказательство. Поскольку функции 1 ( ),i tϕ  

2 ( ),i tϕ  1, 4i =  абсолютно непрерывны, то суще-

ствуют обобщенные производные ( )( ) ,i
j tϕ ′  

1, 2, j =  1,4,i =  которые равны 
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Ассоциированными вронскианами ( ),iW t  

1, 4,i =  t ∈ T i-ых уравнений (2.1) назовем опре-
делители матричнозначных функций φ i из опре-
деления (2.6). 

Произвольную линейно независимую сис-
тему первых координат решений уравнений (2.1) 

1 ( )i tϕ  и 2 ( ),i tϕ  1, 4i =  назовем фундаментальной 
системой решений соответствующего i-го урав-
нения (2.1). 

В следующей теореме доказаны аналоги 
формул Лиувилля – Остроградского – Якоби для 
нахождения вронскиана решений интегральных 
уравнений (2.1), 1, 4.i =  

Теорема 2.1 [8]. Пусть a, σ : T → R  – не-
прерывные справа функции ограниченной вариа-
ции, тогда для ассоциированных вронскианов 

( )iW t  справедливы формулы  

exp

(1

( ) ( )

( ) ( ), 1,3,)
l

i
t

s
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i
l

s t

W t da r

a W s i
μ

μ
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⎧ ⎫×⎨ ⎬
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× − Δ

=
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−∫

∏
 (2.7) 

( ) ( ) ( ),ex ,4p 2 .i
t

s

iW t da r W s i⎧= =⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
−∫    (2.8) 

Теорема 2.2 [8]. Если первые координаты 
решений уравнений (2.1) 1 ( )i tϕ  и 2 ( ),i tϕ  ∀ t ∈ T, 

1, 4i =  линейно зависимы, то ( ) 0,iW t ≡  t ∈ T. 
Если ∃ t0 ∈ T, 0( ) 0,iW t =  то решения 1 ( ),i tϕ  

2 ( ),i tϕ  соответствующего i-го уравнения (2.1) 

линейно зависимые, 1, 4.i =   

Следствие 2.1 [12]. Если ∃ t ∈ T, ( ) 0,iW t ≠  

то решения 1 ( ),i tϕ  2 ( )i tϕ  уравнений (2.1), 1, 4i =  
образуют фундаментальную систему решений. 

Доказательство теоремы 2.2 проводится 
аналогично доказательству теоремы 12.5 из мо-
нографии [4]. 

 
3 Конструкции ассоциированных фунда-

ментальных матриц и ассоциированных 
функций Коши 

Утверждение 3.1. Пусть 1 ( ),i tϕ  2 ( )i tϕ  – 
произвольная фундаментальная система реше-
ний соответствующего i-го уравнения (2.1) и для 
i =1, 3 ( ) 1 ,l l la μ μ μ≠ ∀Δ  – точки разрыва 
функции а(t), тогда существуют обратные 
матрицы ( ) 1

( ) ,i tφ
−

 1, 4.i =  

Теорема 3.1. Пусть 1 ( ),i tϕ  2 ( )i tϕ  – произ-
вольная фундаментальная система решений со-
ответствующего i-го уравнения (2.1) и для 
i = 1, 3 ( ) 1 ,l l la μ μ μ≠ ∀Δ  – точки разрыва 
функции а(t), тогда ассоциированные фунда-
ментальные матрицы ( , ),iB t s  1, 4i =  уравнений 
(2.1) представимы в виде  

( ) 1
( , ) ( ) ( ) , 1,4., ,i i iB t s t s s t iφ φ

−
= ∀ ∈ =T  (3.1) 

Доказательство. Функции ( )i tφ  являются 

решениями уравнений (2.1), 1,4,i =  т. е. ( )i tφ  
удовлетворяют уравнениям 

( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 4
t

i i i i

s

t s dL r r t T iφ φ φ= + ∈ =∫  

для произвольного фиксированного s ∈ T, по-
скольку каждый столбец матрицы ( ),i tφ  1, 4i =  
есть решение соответствующего i-ого уравнения. 

Учитывая утверждение 3.1, матрицы 

( ) 1
( ) ,i sφ

−
 1, 4i =  существуют. Умножая справа 

последнее уравнение на ( ) 1
( ) ,i sφ

−
 получим 

( ) ( )

( )

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )
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i i i i

t
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t s s s
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φ φ φ φ

φ φ
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⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

 

( )

( )( )

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) , 1,4.

i i

t
i i i

s

t s

E dL r r s i

φ φ

φ φ

−

−
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= + =∫
 

Сравнивая получившееся уравнение с урав-
нением (2.2), получаем представление (3.1), так 
как по переменной t при любом фиксированном 
s ∈ T решение (2.2) существует и единственно. 

Теорема 3.2. Пусть 1 ( )i tϕ  и 2 ( ),i tϕ  1, 4i =  
произвольная фундаментальная система решений 
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соответствующего i-го уравнения (2.1) и при 
i = 1, 3 ( ) 1 ,l la μ μ≠ ∀Δ  где lμ  – точки разрыва 
функции а на отрезке [s, t], тогда функции Коши 
имеют вид 

1 2

1 2

( ) ( )1( , ) det ,
( ) ( ) ( )

, , 1 ,, 4

i i
i

i i i

s s
K t s

W s t t

s t i

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∀ ∈ =T

    (3.2) 

а ассоциированные фундаментальные матрицы 
( , ),iB t s 1,4,i =  соответствующие уравнениям 

(2.1), имеют следующую конструкцию 
( , )iB t s =                         (3.3) 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1

1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
( , )

( )
,
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.
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i
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Доказательство. Используя представления 
(3.1), распишем матрицы ( , )iB t s  

( ) 1
( , ) ( ) ( )i i iB t s t sφ φ
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= =              (3.4) 
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С другой стороны, исходя из определения 
функций Коши ( , )iK t s  и утверждения 2.2 эле-
менты последних столбцов в ассоциированных 
фундаментальных матрицах ( , )iB t s  есть соот-
ветствующие функции Коши и их производные 
по первой переменной, т. е.  

( , ) ( , )
( , ) , 1, 4

( , ) ( , )
.

i i
i

i i
t t

t s K t s
B t s i

t s K t s

β

β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠

   (3.5) 

Приравнивая поэлементно представления (3.4) и 
(3.5) матриц ( , ),iB t s  1,4,i =  получаем формулы 
(3.2) и (3.3). 

Заметим, что случай ( ) 2
0,l l

iL μ μ⎡ ⎤Δ = ∀⎣ ⎦  – 
точек разрыва L, был рассмотрен в монографии 
[4]. При выполнении этого условия Li(t) = L1(t), 

1, 4i =  и формулы (3.2), (3.3) совпадают соответ-
ственно с формулами (14.3) и (13.7) из моногра-
фии [4]. 

Теорема 3.3. Если ( ) 1la μΔ ≠  для любых lμ  
– точек разрыва функций а и σ, то ассоцииро-
ванные фундаментальные матрицы ( , ),iB t r  
∀ t, r∈T, i=1,3 представляются в виде 
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Для фундаментальной матрицы ( )4 , ,B t r  
, ,t r∈T  имеет место представление  
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если ( ) 0la μΔ ≠  для любых lμ  – точек разрыва 
функций а и σ; 
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( ) 0la μΔ = для всех lμ  – точек разрыва функций 
а и σ. 
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Доказательство. Для доказательства нам 

понадобится следующая теорема. 
Теорема 3.4 [10]. Пусть a, σ : T → R  – не-

прерывные справа функции ограниченной вариа-
ции и для i=1,3 ( ) 1,l l laμ μ μ∀ Δ ≠  – точки раз-
рыва функции а(t), тогда ассоциированные фун-
даментальные матрицы ( , ),iB t r  1, 4i =  по вто-
рой переменной удовлетворяют уравнениям 
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Доказательство проведем для случая i = 1. 
Для остальных случаев, 2, 4,i =  доказательство 
проводится аналогично. 

Найдя по определению обратной матрицы 
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Подставляем представление (3.5) матрицы 
B1(t, r) и найденную матрицу 
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Замечание 3.1. При ( ) 2
0,i

lL μ⎡ ⎤Δ =⎣ ⎦ 1,4i =  

для любых lμ  – точек разрыва L, ( )1 ,B t r =  

( ),iB t r=  1, 4.i∀ =  При этом фундаментальная 

матрица ( )1 ,B t r  имеет вид 
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где 1{1} ( , )K t r  – квазипроизводная функции Коши 
по второй переменной в смысле сопряженного 
уравнения (с. 122, с. 148 из монографии [4]). 

 
4 Представление ассоциированных реше-

ний через функции Коши 
Теорема 4.1 [10]. Если при i = 1,3 для любых 

μl, таких что ( ) 1,la μΔ ≠  где μl – точки разрыва 
функции а, то решения интегральных уравнений 
(1.2) представляются в виде 
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Найдем представление ассоциированных реше-
ний линейных неоднородных уравнений (1.2) 
через функции Коши. Для этого понадобятся 
теорема 3.3 и теорема 4.1. 

Теорема 4.2. Если ( ) 1,l la μ μΔ ≠ ∀  – точек 
разрыва функции а, σ, f, то решения интеграль-
ных уравнений (1.2) при i = 1,3 ∀ t ∈ T предста-
вимы в виде 
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Если ( ) 0 ,l la μ μΔ ≠ ∀  то решение интеграль-
ного уравнения (1.2) при i = 4 ∀ t ∈ T предста-
вимо в виде  
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если ( ) 0 ,l la μ μΔ = ∀  то  
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Решение интегрального уравнения (1.2) при 
i = 2 ∀ t ∈ T имеет вид 
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Доказательство. Приведем доказательство 
для случая i = 1. Подставляем представление мат-
рицы ( )1 ,B t s  из теоремы 3.3 в равенство (4.1). 
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Из первого уравнения системы получаем 
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Замечание 4.1. При ( ) 2
0,l l

iL μ μ⎡ ⎤Δ = ∀⎣ ⎦  – 
точек разрыва функции L, представления реше-
ний уравнений (1.2), полученные в теореме 4.2, 
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совпадают с представлением решения, получен-
ным в теореме 16.10 на с. 127 в монографии [4].  
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